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рующая на изменения внешней среды, является ключевым инструментом 
управления и может обеспечить динамическое развитие отрасли и повышение 
эффективности ее деятельности. 
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О ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЯХ С ЗАДАННОЙ  
РАЦИОНАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ НОРМОЙ ЗАМЕЩЕНИЯ 
 
Введение. Производство есть процесс преобразования одних благ в другие: 
факторов производства в готовую продукцию. Зависимость между количеством 
используемых факторов производства и максимально возможным при этом вы-
пуском продукции называют производственной функцией [1, с. 25]. Все факто-
ры производства можно представить в виде двух агрегатов (капитал и труд), а 
моделирование производственного процесса P осуществлять на основании 
двухфакторной производственной функции (ПФ) 
( , ) ( , ) ,Y F K L K L G= ∀ ∈
              (1)  
где K  – капитал, L  – труд, Y  – объем выпущенной продукции, а неотрица-
тельная функция F  является дважды непрерывно дифференцируемой на эко-
номической области G  из пространства затрат { }2 ( , ) : 0, 0 .K L K L+ = ≥ ≥R  
Выбор функциональной формы ПФ (1) является одним из наиболее слож-
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ных и ответственных этапов экономико-статистического моделирования. Здесь 
происходит «стыковка» информации об объекте моделирования и сведений о 
свойствах различных параметрических классов функций, из числа которых 
предстоит выбрать вид модели [2]. Параметрический вид большинства из при-
меняемых в настоящее время ПФ возник или может рассматриваться (см, на-
пример, [2  3  8]) как общий интеграл системы дифференциальных уравнений в 
частных производных, выражающий инвариантность некоторых характеристик 
ПФ или соотношений между ними при изменении аргументов. 
В процессе развития теории ПФ определился набор стандартных двухфак-
торных ПФ, обладающих заранее определенными свойствами (например, одно-
родности и заданной эластичности замещения факторов производства). Укажем 
некоторые наиболее распространенные двухфакторные ПФ, широко исполь-
зуемые в практике моделирования производственных процессов. 
В 1928 году в статье [9] американских ученых-математика Ч. У. Кобба и 
экономиста П. Х. Дугласа – для описания влияния величины затрачиваемого 
капитала и труда на объем продукции в обрабатывающей промышленности 
США за 1899 – 1922 гг. была использована функция (ПФ Кобба−Дугласа) 
          ( , )F K L AK Lα β=   2( , ) ,K L +∀ ∈R     0,A >   , (0;1),α β ∈   1.α β+ =        (2) 
В своей более поздней работе [10] П.Х. Дуглас снял предположения об ус-
ловиях, накладываемых на показатели степеней α  и β   функции (2). 
Большое применение в экономическом анализе получила CES-функция 
( ) /( , ) (1 )F K L A bK b L µ γγ γ −− −= + − ( , ) ,K L G∀ ∈     (3) 
0,A >  0,µ >    [0;1],b∈    [ 1;0) (0; ),γ ∈ − ∪ + ∞  
которая была предложена в Р. М. Солоу в 1956 году в статье [11]. ПФ (3) была 
исследована и использована для анализа реальных национальных экономик в рабо-
те [12] учеными-экономистами К. Д. Эрроу, Х. Чинери, Б. С. Минхас и Р. М. Солоу, 
после чего она стала широко использоваться как модель производства, более адек-
ватная реальности, чем ПФ Кобба 3 Дугласа (2). Отметим, что если 1,µ =  то из 
CES-функции (3) при 1γ = −  получаем линейную однородную ПФ 
             
( , )F K L cK dL= +
   
2( , ) ,K L +∀ ∈R   , (1 );c Ab d A b= = −             (4) 
при 0γ →  имеем ПФ Кобба−Дугласа с параметрами , 1 ;b bα β= = −  а при 
γ → + ∞  предельной для CES-функции (3) является ПФ Леонтьева 
                     
( , ) min( ; )F K L A K L= ⋅
   
2( , ) ,K L +∀ ∈R   0.A >               (5) 
Важнейшими характеристиками ПФ (1) являются показатели эффективно-
сти процесса замещения факторов производства. Количественные меры заме-
щения были впервые введены [13] в 1932 году английским экономистом 
Д.Р.Хиксом для двухфакторных ПФ (1) как предельная норма технического за-
мещения MRTS (marginal rate of technical substitution) труда капиталом 
                            
( , )( , ) ( , )
L
LK
K
F K LMRTS K L
F K L
=    ( , )K L G G′∀ ∈ ⊂              (6) 
и эластичность замещения труда капиталом 
           2 2
( )( , ) (2 )
K L K L
K L KL K LL L KK
F F K F L FK L
K L F F F F F F F
σ
+
=
− −
    ( , ) ,K L G G′∀ ∈ ⊂             (7) 
где для частных производных первого и второго порядков ПФ (1) введены 
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для удобства обозначения: 
 
,K KF F∂ = ,L LF F∂ = 2 ,KK KKF F∂ = 2 ,LL LLF F∂ = 2 .KL KLF F∂ =  
Показатель MRTS (6) является для ПФ характеристикой первого порядка 
(относительно производных) и на языке процентов приближенно показывает, 
на сколько процентов нужно увеличить или уменьшить использование капитала 
K при уменьшении или увеличении труда L на 1%. Графически же характери-
стика MRTS представляется тангенсом угла наклона касательной к изокванте 
ПФ в точке, указывающей необходимые объемы труда и капитала для произ-
водства заданного объема продукции. Например, линейная ПФ (4) имеет посто-
янную предельную норму замещения ( , ) ,LK
cMRTS K L
d
=  для ПФ Кобба 3 Ду-
гласа (2) характеристика ( , )LK
KMRTS K L
L
β
α
=  является линейной функцией 
относительно фондовооруженности труда / ,k K L=  а у CES-функции (3) дан-
ный показатель 
11( , ) .LK
b KMRTS K L
b L
γ +
−  
=  
 
 
Эластичность замещения (7) является характеристикой ПФ второго порядка, 
так как она зависит и от вторых производных ПФ. Она (характеристика) пред-
ставляет связь фондовооруженности /k K L=  c предельной нормой техническо-
го замещения, показывая, на сколько процентов должна измениться фондово-
оруженность при изменении MRTS на 1%. 
ПФ (2) − (5) являются примерами однородных функций постоянной эла-
стичности замещения факторов производства: функция Кобба–Дугласа (2) име-
ет единичную эластичность замещения, т. е. ( , ) 1;K Lσ =  для CES-функции (3) 
эластичность замещения равна ( , ) 1 (1 );K Lσ γ= +  у линейной функции (4) эла-
стичность замещения факторов бесконечна, а для функции Леонтьева (5) эла-
стичность замещения факторов равна нулю. В общем случае класс однородных 
двухфакторных ПФ (1) с постоянной эластичностью замещения описывается 
следующим утверждением (см., например, [2; 3; 14]) 
Теорема 1. Пусть двухфакторная ПФ (1) является однородной степени 0q ≠  
и имеет постоянную эластичность замещения факторов производства 0.σ ≠  То-
гда двухфакторная ПФ (1) имеет следующий аналитический вид 
( )1 2
1;( , )
1,
q
q
K L при
F K L
K L при
α α
γγ γ
β σ
β β σ
−

=
=

+ ≠
 
где действительное число 0α ≠  и ,qα ≠  числа 1 2, , 0,β β β >  а ( 1) .γ σ σ= −  
Основной класс ПФ, используемых при моделировании производственных 
процессов P – однородные ПФ с постоянной эластичностью замещения факто-
ров производства (теорема 1). Однако этот класс ПФ в полной мере не позволя-
ет описывать реальные процессы производства, что приводит к задаче его рас-
ширения в разных направлениях (см., например, работы [2 − 8]). Аналитическое 
описание класса однородных ПФ с переменной эластичностью замещения для 
двух факторов впервые найдено [15] американским экономистом индийского 
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происхождения Н. Реванкаром для частного случая линейной зависимости эла-
стичности замещения от пропорции факторов 
( , ) ( )F K L AK K Lα βν= +   ( , ) ,K L G∀ ∈     0,A >  ,ν +∈R  , \{0},α β ∈R  
и в общем (двухфакторном) случае получено Р. Сато и Р.Ф. Гофманом [16] 
( , ) exp ,ln
exp ( )
Kk
L
dkF K L A d kk B
kσ
=
=
+
∫
∫
    , 0.A B >  
 Параметрическое представление класса положительно однородных вогну-
тых функций произвольной размерности через вогнутые функции, заданные на 
стандартном симплексе, было получено В.К. Горбуновым в работе [17].  
В данной статье получены новые виды ПФ, что расширяет возможности для 
моделирования реальных производственных процессов P. А именно решена од-
на из обратных задач теории ПФ: восстановить двухфакторную ПФ исходя из 
заданной предельной нормы технического замещения в виде рациональной 
функции. Способ построения ПФ основан на нахождении решений дифферен-
циальных уравнений в частных производных первого порядка. 
Основной результат данной работы выражает  
Теорема 2. Пусть для некоторого производственного процесса P предель-
ная норма замещения (труда капиталом) задана рациональной функцией  
1 1 1 3 3 3
2 2 2 3 3 3
( )( , ) ( )LK
a K b L c L a K b L cMRTS K L
a K b L c K a K b L c
+ + − + +
= −
+ + − + +
   ( , ) ,K L G∀ ∈    
, , ,j j ja b c ∈R  1,2,3,j =   3 3 3| | | | | | 0,a b c+ + ≠  
где экономическая область G  из множества 
2
2 2 2 3 3 3{( , ) : ( ) 0}K L a K b L c K a K b L c+∈ + + − + + ≠R  
пространства затрат 2 .+R  Тогда верны следующие утверждения: 
Пусть собственным числам 1 2,λ λ  и 3λ  матрицы 
1 2 3
1 2 3
1 2 3
a a a
A b b b
c c c
 
 
=  
 
 
 соот-
ветствуют линейно независимые вещественные собственные векторы 
( , , ),j j j jν α β γ= 1,2,3.j =  Тогда производственный процесс P на экономической 
области G  может быть описан одной из ПФ аналитического вида  
( )1 2 31 1 1 2 2 2 3 3 3( , ) ( ) ( ) ( ) ,h h hF K L K L K L K Lϕ ϕ α β γ α β γ α β γ= + + + + + +  
где 1 2,h h  и 3h  находятся из системы 1 2 3 0,h h h+ + =  1 1 2 2 3 3 0.h h hλ λ λ+ + =  
Здесь и далее ϕ  – произвольная неотрицательная непрерывно дифференци-
руемая функция на открытом числовом луче (0; ).+ ∞  
2) Пусть 1 1 1ˆ iλ λ λ= + %  – существенно комплексное 1( 0)λ ≠%  собственное чис-
ло матрицы A, которому соответствует собственный вектор 
1
1 1 1 1 1 1
ˆ
ˆ ˆ( , , ),i i iν α α β β γ γ= + + +%% %
 а 3λ  – собственное число матрицы A, которому 
соответствует вещественный собственный вектор 3 3 3 3( , , ).ν α β γ=  Тогда про-
изводственный процесс P на области G описывается одной из ПФ вида 
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2 2
1 3
2
3 3 3 1
ˆ
ˆ ( , ) ( , ) ( , )( , ) exp 2 arctg ,
ˆ( ) ( , )
p K L p K L p K LF K L
K L p K Lϕ
λ λϕ
α β γ λ
  
− +
 = −     + +    
% %
%
 
где линейные функции 1 1 1
ˆ
ˆ ˆˆ ( , ) ,p K L K Lα β γ= + +
 1 1 1( , ) .p K L K Lα β γ= + +%% %%  
Пусть 1λ   $  двукратное собственное число матрицы A, которому соот-
ветствуют вещественные собственный вектор 1 1 1 1( , , )ν α β γ=  и первый при-
соединенный вектор 2 2 2 2( , , ),ν α β γ=  а 3λ   $  собственное число матрицы A, 
которому соответствует вещественный собственный вектор 3 3 3 3( , , ).ν α β γ=  
Тогда производственный процесс P описывается одной из ПФ 
1 1 1 2 2 2
3 1
3 3 3 1 1 1
( , ) exp ( )K L K LF K L
K L K Lϕ
α β γ α β γϕ λ λ
α β γ α β γ
  + + + +
= − ⋅  
+ + + +  
   
( , ) .K L G∀ ∈
 
Пусть 1λ   $  трехкратное собственное число матрицы A, которому соот-
ветствуют вещественные собственный вектор 1 1 1 1( , , ),ν α β γ=  первый присое-
диненный вектор 2 2 2 2( , , )ν α β γ=  и второй присоединенный вектор 
3
3 3 3( , , ).ν α β γ=  Тогда производственный процесс P описывается одной из ПФ 
2
2 2 2 1 1 1 3 3 3
2
1 1 1
( ) ( )( )( , ) ( )
K L K L K LF K L
K Lϕ
α β γ α β γ α β γϕ
α β γ
 + + − + + + +
=  
+ + 
 
( , ) .K L G∀ ∈
 
Доказательство каждого из утверждений теоремы основано на интегрирова-
нии дифференциального уравнения Якоби  в частных  производных  спектральным 
( ) ( )1 1 1 3 3 3 2 2 2 3 3 3( ) ( ) 0K La K b L c L a K b L c F a K b L c K a K b L c F+ + − + + ∂ + + + − + + ∂ =
методом построения первых интегралов линейных однородных систем уравне-
ний в частных производных первого порядка [18; 19].  
Выводы. В работе решена обратная задача восстановления двухфакторных 
ПФ исходя из заданной предельной нормы технического замещения труда ка-
питалом в виде рациональной функции типа (2,2). Указаны аналитические виды 
двухфакторных ПФ, обладающих заданной рациональной предельной нормой 
замещения труда капиталом (теорема 2).  
Полученные теоретические результаты (теорема 2) могут быть использова-
ны при моделировании реальных производственных процессов. 
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